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Ecriture matricielle des systemes linéaires
Un systéme linéaire peut aussi s'écrire sous forme matricielle de la facon suivante

ai1x1 + aioxe + -+ 4 ainxn = b a1l a2 0 ain X1 by
a1X1 + aoXo + -+ @ nXn = b2 a1 a@p - ayn X2 b2
<~ . . . . . . =
am,1X1 + dm,2X2 +---+ Am,nXn = bm dm,1 dm,2 e dm,n Xn bm
—— N —
A x b

ol A € R™*" est une matrice de taille m x net x € R" et b € R™ sont des
vecteurs. L'ensemble des solutions S du systéme ne dépend que de la matrice
A et du vecteur b. Si bien que I'on peut effectuer I'élimination de Gauss
directement sur la matrice augmentée, notée (A|b), et définie par

a1 d12 - din by

a1 a2 -+ an by
(Alb) =

am,1 dm2 - am,n bm

Ceci justifie de parler d'un systeme linéaire en ne considérant que la matrice
augmentée correspondante.
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Exemple 1

On reprend I'exemple suivant

2xp —x3 = —1 0 2 —1| -7
X1+X2+3X3:2 <~ 1 1 3 2
—3x1 +2x2 +2x3 = —10 -3 2 2 |-10

et on résout en utilisant la forme matricielle uniquement

0 2 -1 -7\ 1 1 3| 2
1 1 3| 2 =2 o 2 -1] -7

-3 2 2 |-10 -3 2 2 |-10

11 32 11 3]2

wapsn g o q| 7| TSI o 2 1| 7
05 11 |—4 00 %¥|Z
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Exemple 1

Il suffit alors de "continuer” a faire des opérations élémentaires sur les lignes pour

obtenir la solution

11

0 2

0 0
01:=01—303 1
s 0
ly:=lr+1l3 0

O N =
= O O

2 . 11 3|2
Ly:=L3+5F

-7 N 0 2 -1 —7

e 00 1

1 100
e_efe

—6 N 010

1 = 001

On remarque que la solution "apparait” dans la derniére colonne.
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Exemple 2

On reprend I'exemple suivant

2x1 +4x =4 2 4 | 4
2x1 — 3xp =18 = 2 —3 |18
x1 —4x =10 1 —-4]10

Les calculs fait précédemment donne pour la matrice augmentée

2 4|4 2 4| 4
2 -3|18|] = [0 1]|-2
1 —4]10 0 0| 3

la derniere ligne "constituant” la contradiction.
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Exemple 3

On reprend I'exemple suivant

5xp — 3)(3 =1 0 5
x1+3x% —x3=4 <— 1 3 —-1/|4
2x1+x0+x3=17 2 1

Les calculs fait précédemment donne pour la matrice augmentée

0 5 -3|1 1 3 —-1|4
1 3 -1|4 == 0 5 =31
21 17 00 01O

La matrice est échelonné et dans ce cas on résout le systeme comme
auparavant, i.e. en raisonnant avec les variables.
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Le rang d'une matrice !

Pour toute matrice, on peut définir une quantité, nommée rang (de la matrice),
qui permet de déterminer si un systéme linéaire (A|b) posséde au moins une
solution ou aucune.

Théoréeme.

Un systéme linéaire posséde au moins une solution si et seulement si le rang de A
est égal au rang de (Alb).

Marche a suivre pour calculer le rang

1) Echelonner la matrice selon ses lignes et ses colonnes,

2) compter le nombre d’éléments non nuls dans la matrice résultante.

Ce dernier nombre est le rang de la matrice.
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Exemple 1
On sait que le systéme suivant posséde une solution
0o 2 —-1| -7
(Alb)=( 1 1 3 2
-3 2 2 |-10

En reprenant les calculs précédant on a

0 2 —-1| —7 1 0 0] 2
1 1 3 2 — 0 1 0|-3
-3 2 2 |-10 0 0 1|1

Ce qui montre que rang(A) = 3. On échelonne alors

ar rapport aux colonnes de
la matrice augmentée pour déterminer son rang :

©

10 0]2 100
01 0f-—3] %= 010—
00 1|1 00 1|1
100]0 100]0
“za3e o 1 oo = [0 1 0]o0
00 1|1 00 1/0

Ainsi rang(A|b) = 3 ce qui confirme le théoréme.
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Exemple 2

On sait que le systéme suivant ne possede pas de solution

2 4|4
(Ab)=[2 -3|18
1 —4]10

En reprenant les calculs précédant on a

2 4 |4 2 4] 4

2 3|18 == 0 1|-2

1 —4]10 0 0| 3
L:=01—40y 2 012 £y:=01—1203 2 010
= 0 1|-2 = 0 1|0
Z3::€3+% 0 0 1 Co:=Lr+203 0 01

Ainsi, on a rang(A) = 2 alors que rang(A|b) = 3, ce qui confirme le théoréme.
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Exemple 3

On sait que le systéme suivant possede une infinité de solutions

0
(Alb) = |1
2

En reprenant les calculs précédant, on a

0 5 3|1 1 3 -1
1 3 —-1|4 == 0 5 -3
21 1|7 0 0 O
1 00

cp:=c—4cq 05 0

q::cﬁ»%q 0 0 O

5 -3
1

w

1
—1(4
1 1|7

4 10 0|4
1 @z2gda (o 5 —3 1
0) ai=c+ta 0 0 0
0 cmate 10 0]0
1 : 05 0/0
0 0000

Ainsi, on a rang(A) = 2 = rang(A|b), ce qui confirme le théoréme.

Dr. Mucyo Karemera

Systémes linéaires & matrices

10/10



