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Inverse de matrice

Nous considérerons dans la suite des systémes linéaires n x n (pour n € N*)

ai,ix1 + aiexo + -+ a,nxn = b1 a1 a2 ot ain X1 by
a,1X1 + aoXo + -+ @ nXp = b2 a1 a2 - ann X2 b2
A . . . . . . =
an,1X1 + an,2X2 +---+ an,nXn = bn an,1 an,2 e an,n Xn bn
—— N———
A x b

Sin=1,ie. si A;jx,b€R, alors A-x =Db n'est qu'une équation d'une variable
que l'on peut résoudre, si A # 0 par

x=A"1.b.

L'écriture matricielle des systémes linéaires laisse imaginer que la notion d'inverse
peut se généraliser aux matrices. C'est le cas pour les matrices carrées A € R"*".

La condition d'inversibilité d'une matrice carrée est la suivante

Théoréme.

Soit A - x = b un systéme linéaire n x n. La solution est unique <= A~ existe.

On dit que A est inversible quand A1 existe.
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Comment déterminer A—1?

Le théoreme précédant est un résultat d'existence. Reste donc a savoir comment
déterminer A~ lorsque son existence est assurée.

On reprend I'exemple suivant, pour lequel il n'y avait qu’une solution

2% —x3=—T 0 2 -1 -7
X1+ xo 4+ 3x3 =2 < 1 1 3 2
—3x1 + 2% + 2x3 = —10 -3 2 2 ]-10

Aprés une série d'opération élémentaires sur les lignes de la matrice augmentée,
nous étions parvenu a la solution

0 2 —-1| -7 1 00
1 1 3 2 = op. élém. sur lignes = 01 0
-3 2 2 |-10 0 01

a )
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Comment déterminer A—1?

La matrice | € R3*3 est nommée la matrice identité et a la particularité
suivante: Vx € R3, - x = x.

Comme on sait que A~! existe, on peut écrire
A-x=b <= x=A1-b,
ce qui est équivalent a

A-x=1l-b < I-x=A"1.b.
N——

Ceci indique que A~! peut &tre déterminé en utilisant les opérations élémentaires
sur les lignes de la matrice augmentée (A|l). Plus précisiement,

(Al) =" (AT

Remarque.
Ce dernier calcul peut étre fait pour tout n € N*, pour autant que le systéme
A-x=b,

de taille n x n, possede une unique solution.
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Comment déterminer A—1?

-1

0 2
On reprend I'exemple ou A = < 11 3) et on calcule son inverse
-3 2 2

0 2 —-1|1 0 O o 1 1 3]0 10
(Ah=|1 1 3|0 1 0] == 0 2 -1(1 0 0
-3 2 2|0 01 -3 2 2|0 01
por (Y1 3]0 10\ /11 3]0 10
=7 101 22 0 0Of P=7 (001 2] Y2 000
G=b30\g 5 11 |0 3 1 00 272 |-5 3 1
11 3] 0 1 0 11 0| 56 13 —2/s
l3:=21 —0—
2% (0 1 —12| 12 0 0 | f& 0 1 0| /27 1o 17
0 0 1 |—=527 2o 2/7) 2=htals \0 0 1| 507 2/0 2/
vty 1 0 0| 421 2o —7/ 4fa1 2/ —T)27
"= [0 1 0] Wer o 1 — Al= |17 1o 1/
0 0 1| —5hr 2/ 2fr —5/21 2/ 2/
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Comment déterminer A—1?

On vérifie qu'on a bien trouvé A1 en calculant A~! - b qui devrait donner la

solution.

4fo1 2/ —T/27 -7
Al.b= |17 19 o7 |.[ 2
—5/21 2/o  2/27 -10
£ (M43 (F) 0\,
-| Bensieng oo | =8
(-3) (- +3 245+ (-10)
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Exemple

La méthode proposée pour déterminer |'inverse d'une matrice carrée inversible
fonctionne quel que soit n € N*, en particulier si n = 2.

On reprend I'exemple suivant, pour lequel il y avait une unique solution

X1 — 3X2 =0 1 -3|0
5X1 + 10X2 =2 5 10 2
Nous avions pu déterminer que ce systéme possede une unique solution par un

argument géométrique. On calcul donc l'inverse de la matrice A = (é I;)

1 3|10 ly=1l, 1 -3|1 0
(Al = (5 10 | 0 1) (1 2 |0 1/5>
ly:=lr—{; 1 _3 1 0 6212122 1 —3 1 0
= < > = (O 1 | -1 1/25)
—

0 5 |-1 1s
1 (2?5 32
AT = (—1/5 1/25)

0:=01 430, 1 0| 25 3/25
/5 3/
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Exemple

On calcule alors la solution que |'on vérifiera par la suite
_ 25 3/2s 0
1 — .
A= (3 ) (2)

2.0+2-2 5/
(%0 r) - ()

On vérifie la solution obtenue:

6 2 6 6
X1—3X2—£—3'g—g—g—0
6 2 30+ 20

5x1 + 10x; =5 25 +10 25 25

La solution obtenue est donc bien la bonne et ainsi S = {(6/25,2/25)}.
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Comment savoir si A est inversible

Le rang d'une matrice carrée permet de déterminer si elle est inversible ou non.
Le théoreme suivant explique comment

Théoreme.
Soit A € R™", alors: A~! existe < rang(A) = n. J

On dit que A € R"*" est de rang plein si rang(A) = n. On remarque dans les
deux exemples traités, les matrices étaient bien de rang plein alors que la matrice
A € R3*3 issue du systeme suivant
0 5 -3|1
1 3 —-1|4
21 1|7
ne l'est pas (son rang vaut 2) ce qui implique que ce systéme ne posséde pas une
unique solution.
Bien que ce théoréme soit utile en théorie, il convient de trouver un critére plus
convenable en pratique pour savoir si une matrice est inversible ou non.
Ce critére sera donné grace a la notion de déterminant d’une matrice carrée.
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