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Séries
Définition (Série).
Etant donné une suite (uk)xen > On considére on appelle série de terme général
uk, I'expression formelle suivante: Zzio Uy
n— oo

oo n
;)uk: lim Z%uk:nll}ngo(uo—&-ul—l—...—&—un):u0+u1+....

La suite (sp),cy définie par la formule s, = %" _ uy est appelée la suite des
sommes partielles de la série.

On dit que la série oo, uk est convergente de limite L € R, si la suite (s,)
tend vers L, i.e.

oo
Zuk: lim s, = L.
n—oo
k=0
On dit que la série .~ ui est divergente si la suite (s,) diverge.

Notation

On note >~ .-, ux < oo pour dire qu'une série converge sans désigner sa limite
(qui peut étre connue ou inconnue).
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Propriétés des séries convergentes
Remarque.

La convergence ou la divergence d'une série n'est pas affecté par une modification
g ’ o o o Q g [o'e)

ou une suppression d'un nombre fini de termes. En particulier, si >~ ux < 00

alors Y72tk < 00, D peeq Uk < 0O, OU encore Y2 o0 Uk < 0o. En math, cette

phrase s'écrit

Zuk<oo = Zuk<oo Zuk<oo Z u, < 00

k=56 k=120

Il suit naturellement de la définition des séries et du théoréme sur les propriétés
des limites de suites que :

Théoréme (opérations sur les séries convergentes).
Siypoouk =Ly <ocoet po,vk=Ly< oo alors
1) Soluk+vi)=Li+Lh<oo et Y Zo(uk—w) =L — L, < oo,
2) Yorlocruk=c-Li <oo, VeceR.
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Critéres de convergence (divergence) !

. o o0 . o0 .
Si une série >~ ; uy converge (i.e. >, ux < 00) alors la suite (uy) tend
nécessairement vers 0 (i.e. kllm ui = 0). Cet énoncé est équivalent au suivant
— 00

Théoréme (critére de divergence).

Si lim ug # 0 alors Y~ uk diverge.
k—00 -

Gréce a ce résultat on déduit facilement que

1) Si (uk) est une suite constante non nulle alors la série >~ ux diverge
et > 0 Uk = £oo. Ainsi,

oo

Z%Z-i-oo.

k=0

2) Si ug = (—1) alors }_;2, uk diverge et n’a pas de limite.
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Critére de convergence (comparaison) !

Théoréme (critére de comparaison).

Soient deux suites (uy) et (vk) telles que 0 < uk < vk, Yk € N. Alors on a
O Y ok <00 = >l <00
o Y ukdiverge = Y7 v diverge

En d’autres termes, la convergence de la série Y-, vi entraine la convergence de
la série Y-, ux. La divergence de la série Y -, uy entraine la divergence de la

série Y, o Vk-

Ce résultat peut se comprendre comme une extension du théoréme du sandwich
pour les séries.

e oo 00
v o—°
2.V e e
A A—A—
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Série harmonique (diverge)
En utilisant ces deux résultats, on peut montrer que

> %

k=1

»\'—‘

Faux critere de convergence pour les séries

Ce résultat montre que la condition klim ux = 0 n’est pas suffisante pour
—00

garantir que Y% ux < 0.
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Série harmonique (diverge)

On montre que

gk
»\l—‘

Preuve

1 11 11 1 1
=1+=+( = Flz+z+-+2 )+ -+
2 \3 4 56 7 9
1 11 11 1 1 1
St14+-+ -+ )+ c+-+-+- )+ -+

2 \4 4 8 8 8 8 16
oo
8 16
=l+-+-+-+—+—+ —1+§ - =+oo
4 8 16 32 2
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> Ala- y00 1
Probleme de Bale: >332, 7 =7

On peut montrer que cette série converge mais calculer sa Iimite est beaucoup
plus compliqué. Euler a déterminé en 1741 que la limite est

‘“'ll

Preuve

On veut montrer que

8

Zki<oo

Tout d'abord, on remarque que Vk > 2

> 2 on a k? > k(k — 1). Par conséquent,
Vk =2
E RPN
k? ~ k(k-1)

Ainsi, en utilisant le critére de comparaison, on a

— 1 1 — 1 1
—— <00 = — <00 = — =1+ — < 00?

S >Sh DESIES

k k= k=1 k=

Cette phrase mathematique peut se traduire en francais par

oo oo oo oo
Si E L converge et donc E Ll =1 E L converge.
k=2 k2 3 k=1 k2 i k=2 k2 E

P k(k ) converge alors
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler

> Ala- y00 1
Probleme de Bale: 324 1z =7

Il suffit donc de montrer que > -, ﬁ < o0.
On remarque que Vk > 2 on a

1 1

1
k(k—1) k-1 Kk

On considére le terme générale de la suite des sommes partielles de la série, i.e.:
n

e

On achéve la preuve par le théoréme s ur les propriétés des limites puisque

= 1 _ _ 1 , o1
;,(U(_l):nlmms"_nlmOO(l_n) = Jm L=l —=1=0=1
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oo 1 _
Yt =
Que dire de la convergence de .7, 5

I suffit d’utiliser le critére de comparaison

En effet, Vk > 1, on a k* > k? et donc 5 < % Ainsi, on a

1 1
Do ES<d @ <o

k=1 k=1

b

Le méme argument peut étre utilisé pour montrer que :

1) Va >22ona
> <o
ke
k=1
2) Va < 1, sachant que Y 7o % = 400, on a

= 1
D=+

k=1
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Et pour 32 = avec a € (1,2)? A

On est parvenu a montrer que

i 1 [ diverge sia<1
converge si o > 2.

ii B { converge sia>1

diverge sia<1.
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann

Série géométrique A

|
N
N
N

Une série géométrique est une série dont le terme général peut s'écrire
sous la forme uy = r¥, oo r € R.

La série géométrique converge si |r| < 1, et diverge si |r| > 1. Plus
précisément, lorsque |r| < 1, on

La formule pour les sommes partielles d'une série géométrique est souvent

utile: Vn € N, on a
1— rn+1

S"_Zr 1_,.
_ e




