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L'idée de base!

A:R — R L:R\{3} — R
X = 2x X — 2>f_—36><

) f(x

Lorsque x s'approche de 3, f(x)

Lorsque x s'approche de 3, fi(x) s'approche de

6 # 12(3).

s'approche de 6 = f1(3). f(3) n’est d'ailleurs pas défini!!

Dans les deux cas ci-dessus, on écrit lim fi(x) =6 et lim f(x) = 6.
x—3 x—3
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L'idée de base!

L:R\{3} — Rz R — R
22 —6x '
o e {7
1(x) / 1) /
6 6
: 4 .
3 x 3 X

On a clairement
lim fi(x) = lim f(x) = lim f3(x) = 6.
x—3 x—3 x—3
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Voisinage
Important!!!
En général, lorsqu’on écrit lim f(x), ou a € R, il ne s’agit pas de déterminer

X—ra
f(a) (qui existe ou pas), mais plutét de savoir si les valeurs f(x) s'approche d’un

nombre (disons L € R) a mesure que x s'approche de a.

En d’autres termes, on s'intéresse aux valeurs f(x) pour x dans un voisinage de a.

Définition (Voisinage)

Un voisinage de a € R est un intervalle du type la — d,a+ d[, ot 6 > 0. On
notera V, un tel ensemble.

Dans le tableau ci-dessous, les valeurs des fonctions fi, f; et f3 au voisinage de 3
avec 0 > 0.1 .

| x [29]299] 3 [301]31]
fA(x)=2x [ 58] 5.98 6.02 [ 6.2
Hh(x) |58][598 6.02 | 6.2
A(x) 58598 6.02 [ 6.2
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Limite a gauche et a droite

Soit f une fonction et a € R une valeur donnée. En général, le comportement de

f peut différer selon que la variable x s'approche de a par la gauche ou par la
droite, comme dans I'exemple ci-dessous

f-R —- R
. -3 six<3
X 2 six>3
yA

&Y

R X I

Notation

Dans le cas ci-dessus, on écrit lim f(x) =—=3et lim f(x)=2,
Xx—3~ x—3+

lim f(x) .

x—3
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Définition formelle

Définition (formelle)

Soit a € R. On dit que f(x) tend vers L € R lorsque x tend vers a, et on note
limy_,f(x) =L, si:

Ve>0,30 >0telque0 < [x —a|<d = |f(x)—L| <e.

On peut aussi adapter cette définition au cas ol la limite est +00 (ou —o0), et on
écrit limy_,, f(x) = +o0, si

VM > 0,35 > 0 tel que 0 < [x — a| < = f(x) > M.

Ces définitions ne sont pas aisées a manipuler pour calculer des limites.

Il nous faut donc encore une fois des théoremes pour nous aider a le faire.
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Technique de factorisation A

Soient f, g deux fonctions et a € R. Supposons

o limg(x)=LeR

X—a
o 3V, tel que Vx € V,\ {a}, f(x) = g(x)

alors
lim f(x) =L

X—a

Ce théoréme confirme |'égalité
lim fi(x) = lim f(x) = lim f(x) = 6,
x—3 x—3 x—3

vu précédemment et justifie la technique de factorisation souvent utile pour
calculer des limites.
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Exemple

On considére f(x) = X;;fgz, Dr =R\ {2}. Que vaut Iim2 f(x)?
X—r

On remarque que Vx € Dr on a

x3 —2x? x2(x =2 X2 X2

3x — 6 3(x —2) 3(x—2) 3
or 4 4
. _ ™M . —
szg(X) B Jm, fx) 3’

par le théoreme d'identification des limites.

!par continuité, qu'on abordera au prochain cours
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Limite a oo
On peut aussi s'intéresser au comportement d'une fonction f lorsque x tend vers
+o00. Formellement, on écrit

0 limy 100 f(x)=LeRSsI

Ve >0,IM >0tel que x > M= |f(x)—L| <e¢
0 limy_ 400 F(x) = 400 si
VN > 0,3M > 0 tel que x > M = f(x) > N

Pour la fonction f(x) = ~15 + 2 on a limy_, oo f(x) = 2 = limy_,_o f(x). On a

aussi limy_,3+f(x) = 400 et lim,_3- f(x) = —c0.
A
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Technique de factorisation !
Le théoréme d'identification s'adapte au cas ou I'on prend la limite en cc.
Théoreme (ldentification des limites)

Soient f, g deux fonctions et a € R. Supposons

o lim g(x) =L ou o0
X—00

0 Vx € R suffisamment grand, f(x) = g(x)

alors
Jm, ) = Jim_ 80
Exemple:
On consideére f(x) = %, D =R\ {-3,1/2}. On remarque que Vx > 1/2
on a
3 42 X(3+2) 342/
F) =1 - = > =g(x)
4x2+10x =6 24410/ —6/2) A+ 10x—9/x
On conclut grice aux propriétés des limites que lim f(x) = 340 _ 3
- i WA T 00 T a
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Propriétés des limites

!

Soient deux fonctions f et g dont on connait la limite pour x — a, +00, —00 avec

acR, alorson a

o limite d'une somme
f Lq Li; +o00o —o0 +00
g L, +oo 400 —o0 —o0
f+g ‘ Li+ L, £oo +oo —oo indét.

o limite d'un produit
f Lq Li>0 L <O 0 +00 —00
g L, +o00 +o0 +oo t+oo +o0o

f-g ‘ Li-L, +o0 Foo indét. 4oco Foo

o limite d'un quotient

f Lq Ly #0 0 Ly +oo +too *oo Foo too
g L27£0 0 0 +oo [L>0 L[ <0 0 +o0 Foo
gi \ B o?  indét. 0 +00  Foo o003 indét. indét.
2attention au signe de g(x) au voisinage de a
3idem
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