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L'idée de base !

Soit f : A — B une fonction ou A, B C R et xg € A. On aimerait calculer la
pente de la tangente du graphe de f au point (xo, f(xg)). Ceci revient a

calculer la limite suivante:
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lim
h—0

f(xo+ h) — f(x) = lim f(x) — f(x)
h

X—rXo X — X0

Pente =3/1=3

(2)-f(1)=3
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Dérivée: la définition
Définition (Dérivée).
Soit f : A — R une fonction et xy € A.

1) La fonction f est dérivable au point xy € A si la limite suivante existe et

est finie:  Flo+ h) = f(x0)
lim
h—0 h

2) Cette limite se note f'(xp) et est nommée la dérivée de f au point xy € A.

3) On dit que f est dérivable si elle est dérivable Vxq € A.

A I'aide de la dérivée, on peut déterminer |'équation de la droite tangente du
graphe de f au point (xo, f(X0)). Il s'agit en effet de la fonction suivante, notée
by
R
to(x) = f'(x0) -x + (f(x0) — f'(x0) - o)

——

pente ordonnée a I'origine

te: R —
X
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Propriétés de la dérivée
Théoréme (Dérivée et opérations élémentaires).
Si f et g sont dérivables en xg € R alors sont aussi dérivables en xp:
1) la somme (f + g) et (f + g)'(x0) = f'(x0) + &'(x0),
2) la différence (f — g) et (f — g)'(x0) = f'(x0) — &'(x0),
3) le produit (f - g) et (f - g)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g’ (x0),
)

4) le quotient (f/g), si g(xo) # 0, auquel cas

A\’ _ f(x0)g(x0) — f(x0)g’ (%)
<> bo) = g(x0)?

Théoréme (Dérivée et composition).

Si f est dérivable en xg € R et g est dérivable en f(xo) € R, alors la fonction
composée (g o f) est aussi dérivable en x, et

(g0 f) (%) = &'(f(x0)) - f'(x0)-
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Dérivées de fonctions usuelles et de la réciproque

1) fonction constante, f(x) =c,ou c € R: f'(x) =0 (x0 € R)

2) fonction puissance n-igme, f(x) = x", n € Z*: ' (x0) = n-x{ "' (x € R)

3) fonction exponentielle, f(x) = exp(x) = €* : f'(x) = €° (x0 € R)
)

4) fonction logarithme, f(x) = In(x) : f'(x0) = % =x, " (% €RY)

On peut déduire des formules précédentes la suivante
Théoréme (Dérivée de la fonction réciproque).

Si f est bijective, dérivable en xo € R et que f'(xo) # 0, alors la réciproque =1
est dérivable en yo = f(xp). De plus, on a

1
f'(xo)

(FY) (v) =

En effet, (f~1 o f)(x0) = i(x) = xo donc (f~* o f)/(x) = 1. La formule de la
dérivée des fonctions composées permet de conclure puisque

(F o £ (o) = (F71) (F0)) - F/(0) = (F74) (10) - ()
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Continuité et dérivabilité
Le lien entre la continuité et la dérivabilité est donné par :

Théoreme (dérivable = continue).

Si f est dérivable en xg € R alors f est continue en xg € R.

o

La continuité est donc une condition nécessaire a la dérivabilité, i.e. une
fonction discontinue en un point est non-dérivable en ce méme point.

Par contre, la continuité n’est pas une condition suffisante a la dérivabilité,
comme on peut le remarquer avec la fonction f(x) =| x |.

. \ ! /
s \ //
4 — \ /
3I—-=e \ /

/ )=
. \ s
1 S \ |/

+ + - \/

Visuellement, un graphe discontinu ou avec des "pointes” ne correspond
pas a une fonction dérivable.
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Dérivées d'ordre supérieur
Définition (La fonction dérivée).
Soit f une fonction, on peut définir la fonction dérivée, notée f’', comme suit
f': Df/ — R
X —  f(x)
ot Df C R est I'ensemble des points ot f est dérivable.

La fonction dérivée peut elle-méme étre dérivable en xg € D, permettant de
définir la dérivée seconde de f en xq par
7 (v0) = (F) (x0) = lim 00T = (x0)
h—0 h
Cette procédure peut étre itérée aussi longtemps que les fonctions obtenues sont
dérivables en xp. On définit ainsi la dérivée troisieme, notée f(3), de f en xq par

£3) (x0) = (f”)l (x0) im f’ (X0 +h) — f' (%)

= |
h—0 h
et la dérivée n-iéme, pour n € N* par
/ F=1) (x + h) = F71) (x0)

0= (1) = o D= )

)
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Dérivées d'ordre supérieur

Exemples:
1) Pour f(x) = x3,on aVx € R,
f'(x0) =3x3, "(x0)=6x, P(x)=6 et fV(x)=0,n>4
2) Pour f(x) =In(x), on a Vxp € R%.
fl(x0)=x" et fM(x)=(-1)""1(n-1)x""Vn>2,

ot (n—=1)1=1-2-3-----(n—2)-(n—1) est la factorielle de (n — 1).
3) Pour f(x) =exp(x) =€*,onaVxg e RetVneN

f()(x0) = f(x0) = €.

Dr. Mucyo Karemera Dérivabilité 8/11



Regle de I'Hospital ‘

Cette régle permet de calculer des limites indéterminées du type "2" ou " "
comme
oeX—1 . In(x)
lim ou lim
x—0 X Xx—+o0 X

Théoreme (Régle de I'Hospital).

Soient f et g deux fonctions dérivables sur V, \ {a}, ot V, est un voisinage de
a € R et telles que g'(x) #0, Vx € V,\ {a}.

. . _ I
1) Si l@a f(x) = llnag(x) =0 et l@a 70 L e R alors

!
2) Silim f(x) = lim g(x) = +oo et lim L) =L e R alors
X—ra X—ra

Ce résultat est aussi valable pour x — +o0.

Dr. Mucyo Karemera Dérivabilité 9/11



Regle de |'Hospital

On calcule les limites mentionnées

<1
1) Pour lim € on pose f(x) = ¥ —1 et g(x) = x, ¥x € R. Comme

x—0

f'(x) = e* et g’(x) =1, f et g sont donc dérivables sur R et a fortiori sur
R\ {0}. De plus, g’(x) # 0 Vx € R\ {0}. Finalement, on a, par continuité,

lim f(x)=lime*—1=e"-1=1-1=0

x—0 x—0
lim g(x) = I|m x=0
x—0
f/ X
lim (X) = lim — = lime=¢e" = 1.
x—)O g (X) x—0 1 x—0

On obtient donc, par la régle de I'Hospital,

Coe—1
lim

x—0 X

=1
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Regle de |'Hospital

On calcule les limites mentionnées

2) Pour lim In(x)

X—+00 X
f'(x) =x"1et g'(x) =1, f et g sont donc dérivables sur R* (qui tient lieu
de "voisinage” de +00). De plus, g’(x) # 0 Vx € R%. Finalement, on a, par

on pose f(x) = In(x) et g(x) = x, Vx € R}. Comme

continuité,
AP T = A Inb) = oo
[ li =
Ao B0 = Jp x= oo
lim (X) lim X _ lim — =0.
X—Hroog(x) X——+00 ]_ x—+o00 X

On obtient donc, par la régle de I'Hospital,

lim M =0.

xX—+oo X
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